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Distributions et lois de probabilité

Je m’intéresse aux distributions à queues épaisses à gauche ET à droite.

⇒ Quelle loi de probabilité ?
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Queues épaisses : un exemple asymétrique

Applications : Marchés financiers, Neurosciences, Signaux antennes–satellites, etc...
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Figure – Indice VIX de janvier 2004 à décembre 2013 :
2517 valeurs journalières, 523 valeurs hebdomadaires, 121 valeurs mensuelles.

Le graphique log-log de droite met en évidence des fonctions en lois de puissance |x |−α.
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Première loi de probabilité à queues épaisses (1962)

Mandelbrot (1962) fut le premier à utiliser des lois à queues épaisses via une combinaison de
deux lois de puissance unilatérales (en |x |−α) tronquées en x = 0.
Bouchaud et Potters (1997) approfondissent le sujet.

Figure – (a+b) Prix du coton jour-semaine-mois - (c+d) Indice SP500 15min-jour-semaine-mois
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Lois de probabilité à queues épaisses (1972–2009)

Parmi les lois suivantes, seule la loi de Student décentrée est quelquefois utilisée.

(Elle a une singularité en x = 0)
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x(p)=λ1 + 1
λ2

[
−(1−p)λ4 +pλ3
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Loi de probabilité K2

En 2014 1, j’ai proposé une nouvelle famille de 4 lois de probabilité à queues épaisses.
Elles combinent deux fonctions log-logistique, une pour chaque queue. Ici, la loi K2 :

médiane µ, échelle γ, queue gauche α, queue droite ω, queue moyenne 1
κ = 1

2
(
1
α + 1

ω

)
Fonction quantile de la loi K2

K2(µ,γ,α,ω) x(p) = µ+γκ
−( p

1−p

)− 1
α +

( p
1−p

) 1
ω

 = µ+γκ
(
−e−

logit(p)
α + e

logit(p)
ω

)

Quantiles : K2 (                                        )µ = 0, γ = 1, α = 2, ω = ...
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1. P. Kiener, Explicit models for bilateral fat-tailed distributions and applications in finance with the package FatTailsR,
8th R/Rmetrics Workshop, Paris, 2014. http://www.inmodelia.com/fattailsr-en.html
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dx(p=0.5)
dp = 8γ

http://www.inmodelia.com/fattailsr-en.html


Lois de probabilité K1 (symétrique), K2, K3, K4 (asymétriques)

En pratique, 4 paramétrisations sont possibles : K1 (symétrique) et K2, K3, K4 (asymétriques)

médiane µ, échelle γ, queue gauche α, queue droite ω

queue moyenne 1
κ = 1

2
(
1
α + 1

ω

)
, excentricité ε, distorsion δ= ε

κ = 1
2

(
− 1
α + 1

ω

)
avec −1< ε< 1

et 1
α = 1

κ −δ 1
ω = 1

κ +δ ε= α−ω
α+ω α= κ

1−ε ω= κ
1+ε

Fonctions quantiles des lois K2, K3, K4, K1

K2(µ,γ,α,ω) x(p)=µ+γκ
−( p

1−p

)− 1
α +

( p
1−p

) 1
ω

 = µ+γκ
(
−e−

logit(p)
α + e

logit(p)
ω

)

K3(µ,γ,κ,δ) x(p)=µ+γκ
−( p

1−p

)− 1
κ +

( p
1−p

) 1
κ

( p
1−p

)δ
= µ+2γκsinh

( logit(p)
κ

)
eδ logit(p)

K4(µ,γ,κ,ε) x(p)=µ+γκ
−( p

1−p

)− 1
κ +

( p
1−p

) 1
κ

( p
1−p

) ε
κ = µ+2γκsinh

( logit(p)
κ

)
e
ε
κ logit(p)

K1(µ,γ,κ) x(p)=µ+γκ
−( p

1−p

)− 1
κ +

( p
1−p

) 1
κ

 = µ+2γκsinh
( logit(p)

κ

)
= µ+γkogit(p, κ)
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Lois K1, K2, K3, K4 : une grande variété de forme. Ici K4(µ,γ,κ,ε)
Densité K4 (                                            )µ = 0, γ = 1, κ = ..., ε = 0.8
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Densité K4 (                                            )µ = 0, γ = 1, κ = ..., ε = 0.4
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Densité K4 (                                            )µ = 0, γ = 1, κ = ..., ε = 0.2
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Densité K4 (                                            )µ = 0, γ = 1, κ = ..., ε = 0
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Densité K4 (                                            )µ = 0, γ = 1, κ = ..., ε = −0.2
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Densité K4 (                                            )µ = 0, γ = 1, κ = ..., ε = −0.4
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Densité K4 (                                            )µ = 0, γ = 1, κ = ..., ε = −0.6
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Densité K4 (                                            )µ = 0, γ = 1, κ = ..., ε = −0.8
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Figure – Fonctions de densité de la loi K4 pour diverses valeurs de κ et ε
(a) ε= 0.8 (b) ε= 0.6 (c) ε= 0.4
(d) ε= 0.2 (e) ε= 0 (f) ε=−0.2
(g) ε=−0.4 (h) ε=−0.6 (i) ε=−0.8
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Loi symétrique K1

Loi du quantile, fonction de répartition et densité de la loi K1 : t = asinh
( x−µ
2γκ

)
x(p)=µ+2γκsinh

( logit(p)
κ

)
F (x)= 1

1+e−κt f (x)= 1
4γcosh(t) (1+cosh(κt))

0.0 0.5 1.0
−20
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20
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1
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10

Quantiles : K1 ( µ = 0, γ = 1, κ = ... )
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Densités : K1 ( µ = 0, γ = 1, κ = ... ) + Gauss ( σ = 3.2  )
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Dérivées des quantiles : K1 ( µ = 0, γ = 1, κ = ... )
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Logit(Proba) : K1 ( µ = 0, γ = 1, κ = ... ) + Logistique + Gauss ( σ = 3.2 )
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Figure – Loi de probabilité K1 : (a) Fonctions de répartition (b) Densités
(c) Logit de la foncion de répartition - (d) Log-densités
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Vidéo 1 : Fenêtres glissantes sur VIX

Fenêtres glissantes 252 jours (1 an) rafraichies chaque mois entre janvier 2004 et décembre 2013

url : VIX VIX-Garch
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http://www.inmodelia.com/download/VIX-ZXLP.webm
http://www.inmodelia.com/download/VIX-Garch.webm


Vidéo 2 : Fenêtres glissantes sur CAC40

CAC40 5 minutes pendant les journées du 10 mars au 10 juin 2015 :
(102 points x 64 fenêtres indépendantes)

url : CAC40-5min
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http://www.inmodelia.com/download/CAC40-5min-2015.mp4


Packages FatTailsR et FatTailsRplot

FatTailsR (Mathématiques) ⇒ https://CRAN.R-project.org/package=FatTailsR

FatTailsRplot (Graphiques) ⇒ package privé

url : FatTailsR
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https://CRAN.R-project.org/package=FatTailsR
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Package FatTailsR

Les 4 lois de probabilité, plus une fonction qui réunit les 7 paramètres (m, g, a, k, w, d, e)
d,p,q,r kiener1(xqpn, m = 0, g = 1, k = 3.2)

d,p,q,r kiener2(xqpn, m = 0, g = 1, a = 3.2, w = 3.2)

d,p,q,r kiener3(xqpn, m = 0, g = 1, k = 3.2, d = 0)

d,p,q,r kiener4(xqpn, m = 0, g = 1, k = 3.2, e = 0)

d,p,q,r kiener7(xqpn, coefk = c(0, 1, 3.2, 3.2, 3.2, 0, 0))

3 fonctions d’apprentissage et 2 algorithmes d’estimation paramétrique (régression, estimation)
paramkienerX(X, algo = c("reg", "estim"), ...)

fitkienerX(X, algo = c("reg", "estim"), ...)

regkienerLX(X, model = "K4", ...)

Les moments empiriques, les vrais moments, 2 mesures de risque (VaR, ES)
xmoments(x, ...)

kmoments(coefk, model = "K2", ...)

varkiener7(p, coefk = c(0, 1, 3.2, 3.2, 3.2, 0, 0), ...)

eskiener7(p, coefk = c(0, 1, 3.2, 3.2, 3.2, 0, 0), ...)

2 jeux de données et des fonctions de manipulation de données
getDSdata()

extractData(...) aux formats data.frame, matrix, timeSeries, xts, zoo.

dimdim(x), fatreturns(x, log = TRUE, ...), etc...
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Code FatTailsR
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tData : SOCGEN
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Fenêtres glissantes : fatroll
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Fenêtres glissantes 21, 41, 101 jours : SP500 en 2011 et 2012
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SP500 — Paramètres c05 et q05 — Fenêtre 41 jours
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Figure – Paramètres c05 (haut) et q05 (bas) de janvier 2011 (gauche) à décembre 2012 (droite).
SP500 : Fenêtres glissantes de 41 jours recalculées tous les 10 jours
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Fenêtre glissante 100 jours : c.01 et q.01
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Figure – Paramètres c.01 et q.01 de 35 valeurs du CAC 40 de janvier 2006 à décembre 2015.
Fenêtres glissantes de 100 jours (≈ 5 mois) rafraichies tous les mois.
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.

Conclusion : Un très bon package. Essayez-le !

patrice.kiener@inmodelia.com

Tél. : +33.9.53.45.07.38
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